Лекция 4
Методы принятия решений в задачах  векторной      

оптимизации

4.1 Традиционные методы принятия решений в  многокритериальных задачах

4.2 Многошаговые человеко-машинные процедуры решения  задач  многокритериальной оптимизации

4.1 Традиционные методы принятия решений в                       многокритериальных задачах

 При решении большинства задач проектирования, планирования и управления техническими, биологическими и экономическими система​ми возникает необходимость оптимизации этих систем по совокупнос​ти противоречивых критериев эффективности их функционирования.
Такая оптимизация получила название векторной или многокри​териальной. Ее отличительной особенностью является наличие не од​ного оптимального решения, как в задачах с одним критерием эффек​тивности, а целого множества недоминируемых решений (множества Парето), каждое из которых может быть выбрано в качестве оптима​льного. Центральная проблема задач векторной оптимизации – выбор одного «оптимального в некотором смысле» решения. Объективный вы​бор одного решения из множества недоминируемых (компромиссных) решений невозможен без участия ЛПР, без получения от него информации о его предпочтениях.
В общем виде задачи векторной оптимизации могут быть записаны  следующим образом:
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Понятие оптимального решения заменяется для таких задач понятием эффективного решения. Решение 
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 представляет собой эффективное решение многокритериальной задачи, если не существует решения, не уступающего ему по  всем  критериям и  превосходящего его хотя  бы по одному из них.

Рассмотрим некоторые часто применяемые на практике методы многокритериальной оптимизации. 

Метод выделения главного критерия. Определяется главный критерий 

(предположим 
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) и задача (4.1) преобразуется в следующую: 
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Метод последовательных уступок. Критерии эффективности располагаются в порядке уменьшения степени важности: 
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. Допустим, что соответствующая нумерация была осуществлена в самом начале при постановке задачи (4.1) и, кроме того, допустим, что для всех 
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. Алгоритм получения решения сводится к следующему. Вначале находится решение, обращающее в максимум главный критерий 
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Затем из практических соображений назначается некоторая «уступка» 
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. Требуя выполнения неравенства 
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находим такое решение 
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, при котором  
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. Далее снова назначается «уступка» по критерию 
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, с помощью которой можно максимизировать 
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 и т.д.


Метод «составного» критерия. ЛПР определяет важность каждого критерия 
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, которая выражается весом критерия 
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. Затем формулируется составной критерий:
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где 
[image: image25.wmf]i

g

– вес 
[image: image26.wmf]i

-го критерия, 
[image: image27.wmf]0

>

i

g

 если 
[image: image28.wmf](

)

max

i

fx

®

, 
[image: image29.wmf]<

i

g
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Несмотря на удобную форму записи, «составные» критерии имеют существенные недостатки, связанные с произволом в выборе весов 
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, а также с тем фактом, что недостатки эффективности по одним критериям могут компенсировать за счет преимуществ по другим критериям.

Нормативные методы векторной оптимизации. Нормативные методы являются своего рода обобщением рассмотренных выше методов и состоят в предварительном получении нормативов 
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 на основе приближенного решения многоцелевой задачи и приближения к этим нормативам по некоторой заданной метрике 
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 может быть определено различными способами, например:
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Методы логического объединения критериев. Предположим, что критерии 
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 могут принимать только два значения: 0 или 1: 
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Тогда обобщенный критерий может быть записан: 

– в виде коньюнкции критериев 
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, если общая цель состоит в выполнении всех целей одновременно, т. е.
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– в виде дизъюнкции критериев, когда общая цель достигается, если достигнута хотя бы одна частная цель, т.е.
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Рассмотрим пример, иллюстрирующий применение метода уступок для решения многокритериальных задач.

Пример. Найти компромиссное решение задачи при условии, что оклонение по первому критерию от максимального значения составляет 50(:
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Поскольку данная задача является задачей линейного программирования, то на каждом шаге для решения соответствующих однокритериальных задач можно воспользоваться симплекс-методом. Решим однокритериальную задачу по первому критерию. Составляем симплекс-таблицу:
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Так как данный план не удовлетворяет условию оптимальности, то, находя разрешающий элемент и применяя преобразование  Гаусса-Жордана, строим следующую последовательность симплекс-таблиц: 
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Максимальное значение целевой функции 
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 достигается, таким образом, для плана
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Делая уступку на 50(, получаем:

                                                
[image: image78.wmf]103

206

5

,

0

1

=

×

=

f


и вводим дополнительное ограничение: 
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Решаем теперь однокритериальную задачу для второй целевой функции с учетом дополнительного ограничения. Получаем следующую последовательность симплекс - таблиц: 
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Таким образом, при заданных условиях задачи эффективным является следующий план: 
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для которого 
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4.2  Многошаговые   человеко-машинные   процедуры   решения  
задач   многокритериальной  оптимизации

4.2.1 Метод Степанова
 Процесс решения задач оптимизации  предполагает диалог с ЛПР для получения дополнительной информации о его предпочтениях уже в ходе решения проблемы. Поэтому программные комплексы, реализующие процесс принятия решений в многокритериальных задачах на основе вычислительных алгоритмов и диалога с ЛПР, называются  человеко-машинными процедурами (ЧМП).
Постановка задачи. Необходимо решить задачу векторной                    оптимизации:  
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– оптимизируемые критерии эффективности;
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 – варьируемые параметры;
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 –  множество допустимых значений параметров.

Для простоты изложения предполагаем, что все критерии необходимо максимизировать.

Алгоритм реализации ЧМП Степанова. Данный алгоритм реализуется в несколько этапов, каждый из которых разбивается на шаги.
Этап 1.

Шаг 1.1. Находится оптимальное значение каждого критерия в отдельности при наличии указанных в задаче ограничений. В результате получаем совокупность решений  
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 обозначен вектор значений параметров, соответствующий оптимальному значению             критерия  
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Шаг 1.2.  В точках  
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Шаг 1.3.  Из полученных значений формируем матрицу ф                   размерности 
[image: image127.wmf]nn

´

 : 

                              
[image: image128.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11211

12222

12

...

...

........................................

...................

...

n

n

nnnn

fxfxfx

fxfxfx

ф

fxfxfx

******

******

******

=

                      (4.4)                                                       

Очевидно, что диагональные элементы матрицы  ф  представляют собой оптимальные значения критериев.

Шаг 1.4.  Матрица  ф  разбивается на n векторов-столбцов : 
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Шаг 1.5. Для каждого вектора 
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 Матрица  ф  характеризует границы множества компромиссных точек, а значит, в пределах этого множества значения критериев лежат в области, ограниченной значениями: 
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Учитывая, что при решении любой задачи векторной оптимизации оптимальное решение обязательно должно принадлежать множеству компромиссных точек, целесообразно ограничить пространство поиска оптимального решения границами (4.5).
Этап 2.

Шаг  2.1.  ЛПР представляется информация : матрица  ф  и границы множества компромиссных точек (4.5). ЛПР анализирует полученную     информацию и выбирает один из критериев (наиболее значимый), например 
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Все критерии желательно еще при постановке задачи расположить в порядке убывания их важности.

Шаг 2.2.  Определив требуемое значение первого критерия 
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осуществляется переход к шагу 1.1.

Выполнение указанного цикла осуществляется  n раз. В конце каждого цикла ЛПР определяет требуемое значение очередного по важности критерия. В результате число критериев, для которых ищутся оптимальные значения,      в каждом цикле уменьшается на единицу, а число ограничений увеличивается на единицу (добавляется ограничение типа равенства  
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). Полученные в каждом цикле оптимальные значения критериев будут принадлежать границам множества допустимых значений критериев в пространстве критериев. Очевидно, что в случае, если все критерии 
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 вогнуты, а допустимое множество выпукло, то тогда множество компромиссных точек непрерывно и оптимальные значения критериев в каждом цикле будут принадлежать множеству компромиссных точек.

Шаг 2.3.  В n-ом цикле выполняется только шаг 1.1., в котором решается следующая задача:
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В этом цикле, в отличие от предыдущих n–1 циклов,  критериальные ограничения изменены: равенства заменены неравенствами. Данное изменение вызвано следующей необходимостью.

Решение задачи (4.6) с критериальными ограничениями типа равенств дает точку с координатами 
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 При этом значение 
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 не будет требуемым, так как ЛПР его не задает. Обозначим полученную точку 
[image: image144.wmf](

)

11

.

TPTP

Fx

 Если данная точка компромиссна, то она считается требуемым ЛПР решением задачи векторной оптимизации. Однако точка 
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 будет компромиссной только при выполнении условий выпуклости критериев и вогнутости множества параметров. Если эти условия не выполняются, то 
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 может не быть компромиссной точкой, так как в этом случае множество компромиссных точек может быть разрывным. Учитывая, что при решении на практике задачи векторной оптимизации не всегда до ее решения осуществляется проверка свойств критериев и допустимого множества, необходимо после получения точки  
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 проверить ее принадлежность множеству компромиссных точек. Чтобы избежать дополнительных вычислительных затрат и совмещается процесс решения задачи (4.6), с проверкой на компромиссность путем задания в задаче критериальных ограничений в виде неравенств. Решение задачи (4.6) в таком виде дает компромиссную точку   
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Этап 3.

Шаг 3.1.  Если точки 
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 не совпадают, то есть  
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 хотя бы для одного из первых n–1 критериев, то точка, являющаяся решением задачи (4.6), т. е. 
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 не является компромиссной. Следовательно, существует как минимум одна точка 
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И хотя бы одно из них строгое. Это означает, что возможно получение решения исходной задачи (4.3), которое не уступает решению  
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 ни по одному из критериев, а по некоторым из них превосходит его. Получив доказательство некомпромиссности  
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 и, следовательно, разрывности множества компромиссных точек, необходимо продолжить поиск требуемого ЛПР решения.

Шаг 3.2.  Осуществляется переход к шагу 1.1. Таким образом, процесс поиска требуемого ЛПР решения повторяется, однако в постановку задачи добавляются критериальные ограничения типа неравенств
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Заметим, что при нахождении границ множества компромиссных точек, удовлетворяющих данным ограничениям, будет решаться на одну экстремальную задачу меньше, так как максимум n-го критерия уже найден при нахождении точки 
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Поиск решения задачи векторной оптимизации заканчивается в случае, когда очередная полученная точка 
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, где m – номер итерации, будет компромиссной.

Данная ЧМП позволяет решать задачи векторной оптимизации, как в линейном, так и в нелинейном случаях. 
В линейном случае на каждом шаге для решения однокритериальной подзадачи могут быть применены, допустим, различные модификации симплекс метода.
 Для решения нелинейной однокритериальной подзадачи возможно использование как традиционных широко известных методов, так и новых оригинальных методов, например, методов зондирования множества допустимых решений конечным, достаточно большим числом пробных точек, равномерно покрывающих множество G. Рассмотрим один из таких методов, предназначенный для решения многокритериальных задач.

4.2.2  Применение метода  
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-последовательностей   в   задачах   многокритериального  выбора

4.2.2.1 Поиск в многомерном кубе
  Рассмотрим единичный n-мерный куб 
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, состоящий из точек Р с декартовыми координатами 
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удовлетворяющими  неравенствам 
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Кубические решетки. Обычно полагают, что наиболее равномерное зондирование такого куба обеспечивает кубическая решетка состоящая из 
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 точек с координатами 
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где 
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 независимо принимают все значения 0,1,…,М–1. 
Однако это неверно. Такая решетка оптимальна только в одномерном случае при n = 1. Уже при  n = 2 она не очень хороша, а с увеличением n «равномерность» ее быстро ухудшается.

Сравним двумерные сетки, изображенные на рисунке 4.1. В обоих случаях каждому из 16 элементарных объемов принадлежит одна и только одна точка сетки, так что, казалось бы, равномерность расположения точек обеих сеток примерно одинакова. 
Ситуация, однако, изменится, если потребуется исследовать функцию 
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, которая сильно зависит лишь от одного аргумента: например,  
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. В этом случае, вычислив значения функции f в точках кубической решетки, мы получим лишь четыре различных значения, каждое повторенное четыре раза, а при расчете 
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 в точках улучшенной сетки получим 16 значений, дающих гораздо лучшее представление о диапазоне изменения функции 
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В многомерном случае кубическая решетка оказывается еще хуже, так как «потеря информации» при вычислении 
[image: image175.wmf]1

(,...,)

n

fxx

 может еще больше возрасти: вычислив 
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, мы получим всего 
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Рисунок 4.1  – Кубическая решетка ( ( ) и  улучшенная сетка (( )       при 
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Равномерно распределенные последовательности точек. Пусть P1,…, Pi,… – последовательность точек, принадлежащих Kn . Выберем в Kn произвольный n-мерный параллелепипед П со сторонами, параллельными координатным граням. Обозначив через SN(П) количество точек Pi с номерами 1 ≤ i ≤ N, принадлежащих П.

Определение. Последовательность точек P1,…, Pi,… называется равномерно распределенной (p.p.) в Kn , если для любого П
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где VП – объем (n-мерный) параллелепипеда П.

Можно доказать, что если G – произвольная область, расположенная в Kn  и имеющая объем VG , то из (4.7) вытекает
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Соотношение (4.8) показывает, что при достаточно больших N количество точек последовательности, принадлежащих G, пропорционально   объему G:


                                                      SN(G)~NVG                                                                     (4.9)

Легко также доказать, что проекция точек p.p.-последовательности на любую m-мерную грань куба Kn при m < n образуют                                  p.p.-последовательность в Km. 

Несмотря на то, что определение и первые примеры p.p. последовательностей были указаны Г. Вейлем еще в 1916 году, использование таких последовательностей в вычислительной математике началось только в         60-х годах, когда удалось построить последовательности, для которых скорость сходимости в (4.7) при N → ∞ близка к наилучшей, а равномерность расположения наблюдается начиная с небольших N. (Заметим, что определение (4.7) зависит только от асимптотических свойств последовательности: если изменить, выбросить, добавить любое конечное число любых точек последовательности, то предел (4.7) не изменится).
Использование в качестве сеток   начальных    участков     P1,…, PN               p.p.-последовательности имеет еще одно достоинство: количество точек сетки может быть удвоено добавлением еще N точек PN+1,…, P2N.

При использовании кубических решеток удвоение M вынуждает увеличить количество точек сразу в 2n раз, а замена M на M+1 заставляет все точки новой сетки считать заново.

Простейший поиск. Предположим, что функция F(P) кусочно непрерывна в Kn  и требуется приближенно найти точку 
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 такую, что 
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Приближенных методов отыскания минимума функции очень много, но в большинстве своем это все локальные методы, сходимость которых гарантируется лишь в достаточно малой окрестности минимума. Если же речь идет о нахождении глобального минимума, то выбор методов поиска гораздо больше ограничен.

Рассмотрим простейший случайный поиск, который состоит в следующем. В  Kn выбираем N независимых случайных точек Г1, ….., ГN, равномерно распределенных  в Kn (здесь равномерное распределение понимается в теоретико-вероятностном смысле). Среди значений F(Г1), …., F(ГN) находим наименьшее (если таких несколько, то выбираем любое из них).  
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И считаем, что
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Сходимость  такого поиска  доказывается  достаточно  просто. Пусть
 H – произвольная окрестность единственной точки 
[image: image188.wmf]µ
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, и объем VH положителен. Так как вероятность P{Г(H} = VH , то вероятность того, что хотя бы одна из точек Г1, ….., ГN попадет в H равна 1-(1- VH)N и при N → ∞ стремится к 1. Следовательно, при достаточно больших N вероятность попадания хотя бы одной пробной точки в любую окрестность точки минимума 
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 как угодно близка к 1.

Легко показать, что в качестве пробных точек в простейшем поиске можно использовать точки 
[image: image190.wmf]1
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 образующие р.р- последовательность. В самом деле, так как согласно (4.9)

                                                  SN (H) ~ NVH
то при N → ∞ количество пробных точек, попавших в H, окажется как угодно большим.

Поиск будет тем лучше, чем более равномерно расположены в Kn  пробные точки (если, конечно, нет никакой предварительной информации о положении минимума). Случайны ли они, или нет – не столь важно.

ЛП
[image: image191.wmf]i

-поиск. И. М. Соболь и Р. Б. Статников [16] предложили использовать в качестве пробных точки ЛП
[image: image192.wmf]i

-последовательностей, которые являются наиболее равномерно распределенными среди всех известных в настоящее время последовательностей. Многочисленные эксперименты, проведенные с целью сравнения ЛП
[image: image193.wmf]i

-поиска с простейшим случайным поиском, показали преимущество ЛП
[image: image194.wmf]i

-поиска, хотя количественные характеристики «выигрыша» от его применения меняются в зависимости от рассматриваемых задач.

Наиболее перспективным оказалось применение ЛП
[image: image195.wmf]i

-поиска при решении задач следующих двух классов. Во-первых, это задачи, в которых одновременно требуется оценить максимумы и (или) минимумы нескольких функций, заданные в Kn , так как это можно сделать по одним и тем же пробным точкам. Во-вторых, это задачи, в которых для отыскания глобального экстремума многоэкстремальной функции используются локальные методы оптимизации: для того, чтобы не попасть вместо глобального в какой-нибудь из локальных экстремумов, приходится повторять локальный поиск много раз, начиная из различных начальных точек; очевидно, что начальные точки должны быть равномерно расположены в Kn. Самым эффективным способом выбора начальных точек для подобных задач оказалось использование точек ЛП
[image: image196.wmf]i

-последовательности.

4.2.2.2 Поиск в произвольной ограниченной области
 Обозначим через G произвольную n-мерную ограниченную область, имеющую конечный объем VG > 0.
Определение. Последовательность точек    P1,…, Pi,….,   принадлежащих G, называется равномерно распределенной в G, если для любого П, принадлежащего G
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Чтобы убедиться в том, что (4.7) есть частный случай (4.10), достаточно вспомнить, что объем Kn  равен 1, так что в (4.7) в место V можно было бы написать VП / V Kn . 

Многочисленные приемы, используемые в методах Монте-Карло моделирования различных случайных величин, позволяют находить точки P1,…, Pi …. p.p. в произвольной области G путем преобразования точек Q1,…, Qi …., p.p. в Kn  .

Лемма 1. Если точки Qi с декартовыми координатами (qi.1,...., qi.n) образуют p.p. последовательность в Kn  , то точки Ai с декартовыми координатоми (ai.1,...., ai.n), где при j=1, 2, …., n
                                       ai,.j =  aj + (bj – aj)qι.j                                                     (4.11)                                     

образуют p.p- последовательность в параллелепипеде  П, состоящем из точек (a1,….,an), координаты которых удовлетворяют неравенствам

aj ≤ aj ≤ bj     .
Более или менее очевидно, что если среди точек A1,….,Ai,…., образующих p.p-последовательность в П, отбирать все точки, принадлежащие некоторой области G(П, то получим последовательность точек p.p. в G. Так как этот факт будет использоваться нами в дальнейшем, то приведем его более строгую формулировку.

Лемма 2. Пусть A1,….,Ai,…. – последовательность точек p.p. в П, а G(П – произвольная область с положительным объемом VG > 0. Если среди точек Ai  отобрать все точки, принадлежащие G, то получим последовательность точек p.p. в G.

4.2.2.3. Выбор критериальных ограничений
 Предположим, что задана математическая модель исследуемой или проектируемой системы, и модель эта зависит от n параметров a1,…, an. Слова «задана математическая модель» означают, что имеются формулы (или готовые программы), позволяющие по заданному набору a1,…, an вычислить любые интересующие нас характеристики системы. Если функционирование системы описывается дифференциальными уравнениями, то в качестве параметров можно выбирать коэффициенты или начальные значения этих дифференциальных уравнений.
Пространство параметров. Пространством параметров называется n-мерное пространство, состоящее из точек A с декартовыми координатами  (a1,…, an). Таким образом, каждой точке A пространства параметров соответствует конкретный набор параметров (a1,…, an) и наоборот.

Как правило, проектировщики могут указать разумные пределы изменения каждого из параметров, которые мы будем называть параметрическими ограничениями

                                       aj* ≤ aj ≤ aj** (j= 1, 2, …, n)                             (4.12)

Ограничения (4.6) выделяют в пространстве параметров параллелепипед П = {А│(4.12)}, объем которого (n-мерный объем) равен произведению
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В дальнейшем нас будут интересовать только точки А, принадлежащие П, так как только им соответствуют системы, параметры которых удовлетворяют ограничениям (4.12).

Так как наш метод основан на зондировании параллелепипеда П конечным числом пробных точек, то без необходимости расширять границы (4.12) не рекомендуется.

Функциональные ограничения. Кроме параметрических ограничений обычно в условиях задачи включаются функциональные ограничения
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Здесь 
[image: image200.wmf]i
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(А) – некоторые функции от параметров А = (a1,…., an). Они могут быть заданы явно. Но если, например, функционирование системы описывается дифференциальными уравнениями, то 
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(А) часто представляют собой функционалы, зависящие от интегральных кривых этих уравнений. Предположим, что все функции 
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(А) непрерывны в П, состоящее из точек А, удовлетворяющих ограничениям (4.13):
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Множество G может быть любым замкнутым множеством. Единственное ограничение: объем G должен быть положительным (VG > 0).

Можно сказать, что требование VG > 0 исключает из рассмотрения задачи с функциональными ограничениями в форме равенств, например,      ƒ(А)  =  с.

Впрочем, в некоторых случаях удается разрешить систему ограничений вида
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Относительно   
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 EMBED Equation.3  [image: image206.wmf]:

,...,

1

n

t

a

a

+


                          
[image: image207.wmf]).

,...,

1

(

)

,...,

;

,...,

(

1

1

n

t

j

c

c

a

a

a

t

t

j

j

+

=

=

j


Тогда можно рассматривать задачу в t-мерном пространстве параметров (a1,…., at) без этих ограничений, а значения at+1,…., an считать известными функциями aj = φj   от   a1,…., at.

Критерии качества. Критерием качества называется характеристика системы, которая связана с ее качеством монотонной зависимостью. Иными словами, при прочих равных условиях система тем лучше, чем больше (меньше) значение критерия.

Для простоты записи в дальнейшем будем предполагать, что все заданные критерии Ф1 (А),……., Фk (А) желательно уменьшить:
                                             Ф
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Следовательно, чем меньше Ф
[image: image209.wmf]n

(A) тем лучше система (при прочих равных условиях).

Формально любой критерий можно привести к такому виду, заменяя, если это нужно, Ф
[image: image210.wmf]n

 на  1/Ф
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 или на – Ф
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. Однако делать это совсем необязательно: конструктору удобнее оперировать привычными реальными величинами. Как видно будет из дальнейшего, алгоритм выбора критериальных ограничений  желательно максимизировать. Относительно функций  Ф
[image: image213.wmf]n

(A  будем предполагать, что они непрерывны в П.


Сформулировать математическую оптимизационную задачу при наличии нескольких критериев качества совсем непросто, ибо критерии эти часто противоречат друг другу. Например, уменьшая вес машины (что часто очень желательно), мы в то же время уменьшаем ее прочность (что как раз не желательно). Или, чрезмерное снижение стоимости изделия может обернуться ухудшением других его качеств.


Считают, что все дело в удачном выборе решающего критерия качества Ф(А), который «должен» соединить в себе значения и важность каждого из индивидуальных критериев  Ф1 (А),……., Фk (А). Однако замена нескольких критериев единым – проблема сложная и не всегда разрешимая. В большинстве реальных задач такой подход себя не оправдывает, так как при грубом выборе Ф(А) решение математической задачи об отыскании точки
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 оказывается практически плохим из-за того, что некоторые из значений  
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 превышают допустимые (по мнению проектировщиков) пределы. Чтобы избежать такой ситуации необходимо ввести критериальные ограничения
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Критериальное ограничение 
[image: image218.wmf]Ф
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 - это худшее значение критерия, которое проектировщик считает приемлемым.


Пусть D – множество точек А, которые удовлетворяют всем ограничениям (4.12), (4.13), (4.14):

D = {А│(4.12), (4.13), (4.14) }

так что 
[image: image219.wmf]DG
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; если множество D непусто, то оно замкнуто. Естественно назвать D множеством допустимых точек, ибо если сформулировать задачу об отыскании точки 
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то решение этой задачи всегда существует и конструктора устраивает: как бы ни был выбран решающий критерий Ф(А), все значения 
[image: image222.wmf](
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 удовлетворяют ограничениям (4.14).
Таким образом, главная трудность при переходе к математической задаче (4.15) состоит в выборе критериальных ограничений 
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 и в обеспечении непустоты множества допустимых точек D. Требования, предъявляемые к множеству D, такие же, как и требования к множеству G.

4.2.2.4 Диалоговый алгоритм метода ЛПτ–последовательностей
В основе алгоритма лежит численное исследование (зондирование) пространства параметров проектируемой системы. Исследование проводится в три этапа.

1-й этап: составление таблиц испытаний. Этот этап выполняется ЭВМ без вмешательства человека. Последовательно выбираются N пробных точек А1,….АN, равномерно расположенных в G. В каждой из точек Аi  рассчитывается система и вычисляются значения всех критериев:
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По каждому критерию составляется таблица испытаний, в которой значения 
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 расположены в порядке возрастания
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                                (4.16)   
и указаны номера ι1, ι2,…., ιN соответствующих пробных точек (свои для каждого Фν). Такие таблицы представляют собой аналог статистических вариационных рядов. При 
[image: image227.wmf]¥
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 наименьшее значение ФV(Ai1)  стремится к min ФV(A), а наибольшее  Фv(AiN)  стреми​тся к  max Фv(A).

Но таблица испытаний показывает не только приближенные зна​чения максимума и минимума ФV(A) в области G: по таблице можно судить о частоте тех или иных значений ФV(А).

2-й этап: выбор критериальных ограничений. Этот этап предполагает вмешательство специалиста-проблемщика – ЛПР.

Стоит подчеркнуть, что режим диалога очень удобен для проблемщика: он не должен «комбинировать», уменьшая одни критерии за счет других: ему показывают одну таблицу испытаний и предлагают назначить одно ограничение, затем повторяют то же с другой табли​цей испытаний.

Конструктор заинтересован в том, чтобы все ФV** были по возможности меньше, но необходимо понимать, что если выбирать ФV** неоправданно малыми, то множество допустимых точек окажется пустым.

3-й этап: проверка непустоты D: Этот этап также выполняется автоматически, без вмешательства человека. Фиксируем какой-ни​будь из критериев, например, Ф1(А) и рассмотрим соответствующую ему таблицу испытаний. Пусть s – количество значений в этой таб​лице, удовлетворяющих выбранному критериальному ограничению Ф1**, так что
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Путем перебора значений всех критериев в точках Ai1,...,Ais нетрудно проверить, есть ли среди этих точек хотя бы одна такая, в ко​торой справедливы одновременно все неравенства (4.17).
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(при ν = 1 можно не проверять). Если такая точка Аij существует, то множество D, определенное неравенствами (4.12) – (4.14), непусто, и задача (4.15) разрешима.

В противном случае следует вернуться ко второму этапу и потребовать от конструктора уступок при назначении 
[image: image230.wmf]*
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. Если такие уступки невозможны, то необходимо вернуться к первому этапу и увеличить количество N пробных точек, чтобы повторить второй и третий этапы с таблицами испытаний большего объема.

Наконец, если при неоднократном увеличении N точки Аij, принадлежащие D, не обнаруживаются, то есть все основания считать, что выбранные критериальные ограничения 
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несовместны. Конечно, нельзя категорически исключить возможность того, что в некоторой точке А'отличной от всех пробных точек А1, . . . .АN, все неравенства (4.12) – (4.14) выполнены, однако, если даже такая точка A' существует, то ее окрестность, в которой эти неравенства сох​раняются, очень мала (объем ее порядка VG / N ) и практически система, соответствующая точке А', будет неустойчивой (не конст​руктивной).

Выбор пробных точек. Согласно лемме 1, по декартовым коорди​натам точек 
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-последовательности Q0,Q1,…,Qi,…: Qi=(qi.1,…,qi.n)  вычисляются декартовы координаты точки 
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 принадлежащей параллелепипеду П
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При А = А(i) рассчитываем проектируемую систему и проверяем выполнение функциональных ограничений. Если они выполнены, то точка          А = A(i)  отбирается в качестве пробной точки в G и вычисляются вcе Фv(A), в противном случав точка А = A(i) отбрасывается. Ис​пользуемые на первом этапе пробные точки – это первые N отобранных таким образом точек.

Согласно лемме 2, эти пробные точки при 
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образуют последовательность, равномерно распределенную в G.

Пусть N’- количество точек 
[image: image236.wmf]П

A

i

Î

)

(

, которые надо проверить для того, чтобы отобрать N пробных точек в G. 
Так как             
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Пусть 
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 – время расчета системы в одной точке А(i), а  ТN  – полное время расчета N пробных точек в G. Из равенства TN = N'
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 получаем, что
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На практике величины, входящие в формулу (4.12), численно оцениваются по сравнительно небольшому количеству испытаний. После этого формула (4.18) позволяет оценить время ТN, необходимое для составления таблиц испытаний любого заданного объема N. При реше​нии сложных задач объем таблиц испытаний обычно ограничен из-за ограниченности машинного времени ТN. Однако следует иметь в виду, что если выбираются параметры машины, предназначенной для серий​ного производства, то любые затраты времени ТN будут оправданы.

Функциональные ограничения и псевдокритерии. При традиционном подходе к многокритериальным задачам нередко пытаются сократить количество критериев, заменяя их функциональными ограничениями. Например, встречается рекомендация выбрать один из критериев в качестве решающего, а на остальные наложить ограничения (при этом предполагается, что эти ограничения задаются априорно, хотя, как мы уже отмечали, обоснованно задать их совсем непросто).

С точки зрения методики применения метода 
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ЛП

-последователь​ности желательно поступать иначе: если функциональное ограничение   
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 не абсолютное, то есть если конструктор допускает, что 
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могут быть изменены, то стоит вместо этого ограничения вве​сти псевдокритерий, например,     
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. Это не критерий, ибо здесь нет монотонной зависимости от качест​ва. Однако, разумные ограничения для 
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 можно будет выбрать, изучив таблицу испытаний этой величины.

Если по мнению конструктора значение 
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 для величины 
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 было бы «весьма хорошим», то в качестве псевдокритерия удобно вве​сти величину
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Тогда для 
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 можно будет выбрать лишь одностороннее ограни​чение вида 
[image: image252.wmf]**

1

1

)

(

+

+

£

k

k

Ф

A

Ф

  и при этом окажется, что
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Возможность использования псевдокритериев важное достоинство данного метода. Во-первых, это позволяет во многих случаях выбирать не произвольные, а обоснованные функциональные ограниче​ния. Во-вторых, когда количество априорных ограничений уменьшает​ся, то увеличивается объем области G и вместе с ним возрастает величина 
[image: image254.wmf]g

, входящая в формулу (4.18).

Таблицы испытаний. Таблицы испытаний часто встречаются в ин​женерной практике. Особенность таблиц, построенных по 
[image: image255.wmf]t
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-методу, в том, что испытания равномерно распределены в области G простра​нства параметров. Благодаря этому таблицы позволяют получить пра​вильное представление о распределении значений каждой из функций ФV(A) при    А € G и гарантируют достаточно подробный просмотр любой наперед заданной части G, когда 
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Если количество пробных точек N велико, то вместо просмотра всей таблицы испытаний можно ограничиться просмотром ее части, со​держащей М наилучших значений (М < N):
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Такая таблица называется усеченной таблицей испытаний. Чрезмер​ное усечение таблиц может оказаться причиной пустоты множества D, но это будет обнаружено на третьем этапе диалога и тогда, возвра​щаясь ко второму этапу, следует увеличить объем таблиц.

Нормированные критерии. Предположим, что все рассматривае​мые критерии 
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(A) строго положительны: 
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(A) > 0. Обозначим наилучшее значение 
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Если вместо ФV(A) рассматривать нормированный критерий 
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то вместо (4.16) получим таблицу испытаний вида
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Выбор критериальных ограничений можно осуществлять по таблицам вида формулы (4.19), которые позволяют ориентироваться на относительные изменения значений критериев. Диалоговый алгоритм метода может быть наглядно представлен в виде следующей блок-схемы.
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Рисунок 4.2 – Схема диалогового алгоритма метода
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